Departamento de Matemdtica Aplicada a los Recursos Naturales
E.T.5.I. de MONTES - UP.M
Primer Examen Parcial de Algebra Lineal 7 de Febrero de 2005

Problema 1. Sea Rj[z] el R—espacio vectorial de los polinomios de coeficientes
reales y grado menor o igual que tres. Para cada «a real, se considera el subconjunto

U={ar’ +b2*+cr+dc€Rsx] :a+b+c+d=0,a(a+d) =0}

a) Demuestra que U es un subespacio vectorial de Rs[z] para todo o € R y da una
base de U para cada a.

b) Dado V = L{z* — x,1 + x}, ipara qué valores de a € R se verifica que
Rz =UEPV?

1 2

Problema 2. Dada la matriz A = ( 9 4

M5 (R) mediante

) , se define la aplicacién f: My(R) —

VX eMR): f(X)=AX-XA.
Se pide:
1) Prueba que f es lineal, y halla su matriz asociada en la base canénica de M(R).
2) Resuelve la ecuacién matricial

A X — X A=0, donde 0 representa la matriz nula cuadrada de orden 2.

Calcula el rango de f .
3) Prueba que el conjunto
Chp={XeMR)/AX=X A}
es un R-espacio vectorial (con las leyes usuales). Halla una base de Cjy .
4) Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 2, B = {v;,v2} una base de V, y h
el endomorfismo de V' definido mediante:
h(U1> = v + 2U2
h(l)g) = 22)1 + 41)2 ’
Determina todas las aplicaciones g € End(V') tales que h o g = g o h. Prueba que
dichos endomorfismos ¢ definen un R-espacio vectorial (con las leyes usuales), y da
una base del mismo.

Problema 3. Sea f : Ry[xr] — Ryfz] la aplicacién lineal cuya matriz asociada
respecto de la base canénica B, = {1, x, 2%} es

2 3 -1
-1 =2 0
3 4 1



1. Prueba que By = {22, f(2?),(f o f)(z*)} es base de Ry[x] y calcula la ma-
triz asociada a f respecto de esta base. (Es f un isomorfismo? Razona tu
respuesta.

2. Sea la base By = {z* + 2,z + 2,2}. Calcula las coordenadas del polinomio
p(x) = (2 —1)? en la base B; del apartado anterior y en la base By. Expresa
la relacién matricial entre los vectores de coordenadas del vector p en ambas
bases.

Problema 4.

Una empresa juguetera artesanal produce tres modelos de juguetes: balones, rom-
pecabezas y munecas. En su fabricacién emplea tres factores de produccion: Mano de
Obra, Capital (maquinaria) y Consumibles (materiales y energia). El siguiente cua-
dro recoge las cantidades de cada factor de produccién necesarias para la fabricacion
de una unidad de cada tipo de juguete, expresado todo ello en unidades econémicas
homogéneas (ueh).

Mano de Obra | Capital | Consumibles
Balén 14 2 6
Rompecabezas 30 4 5
Muneca 25 5 6

Sabiendo que la empresa puede disponer al afio de un maximo de 600 ueh de Mano
de Obra, 100 ueh de Capital y 210 ueh de Consumibles, y que el beneficio obtenido
por juguete producido es de 2 ueh por cada balén, de 4 ueh por cada rompecabezas
y de 4 ueh por cada muneca:

a) [8 Ptos.] calcula por el método del Simplex el programa de produccién anual
(cantidad de balones, de rompecabezas y de munecas) que maximiza el beneficio de
la empresa e indica cudl es el beneficio maximo que se consigue con ese programa.

b) [2 Ptos.] interpreta el resultado, determinando el grado de utilizacién de cada
factor de produccién respecto al total disponible ( %).

Cada ejercicio debe responderse en hojas separadas.

Se acompanaran los calculos efectuados para resolver cada problema.
No esta permitido el uso de libros, calculadoras o apuntes.

El examen debera efectuarse en un tiempo maximo de 3 horas.



Una solucién al examen

Problema 1. a) Sia =0: U = {az® + ba? + cx — (a+ b+ ¢),Va,b,c € R} y
dim U = 3.

Sia#0: U={ax®+bx*> —bxr — a,VYa,b € R} y dimU = 2.

Dado que todos los polinomios de U son polinomios de Rs[z], U es subespacio
vectorial de Rs[z] si es cerrado frente a las combinaciones lineales.

Caso a=0:
Vp,q € UNVA\u € R : Ap+ pg = Mapz® + bpa? + c,x — (ap, + by + ¢)) + plagz® +
byr? + cqr — (ag + by +¢4)) = (Aap + pag)x® + (Aby + pby)x? + (Aep + peg)x — ((Aa, +
pag) + (Ab, + uby) + (Aep + pcy)) = ax® + bx? + cx — (a+b+c¢) € U.

Caso v # 0 :
Vp,q € UNA 1 € R: A\p+pq = Mapa® +bya? —byx —ay,) + paga® +bya? —byr —a,) =
(Aap + prag)z® 4+ (Aby + pby)x? — (Aby + pby)x — (Map, + pay) = az® +bx? —br —a € U.

U es subespacio vectorial de Ry[z] para todo a € R.

b) Podemos escribir V = {23 + (1 — o)z + 7,Vo,7 € R} y dimV = 2.

Para a = 0, no hay compatibilidad dimensional para la suma directa: dim U +
dim V' > dim Rs[z].

Para a # 0, dim U + dim V' = dim R3[z]| y para que la suma sea directa basta que
U+V = Rs[z] (equivalente a U NV = {0}), o lo que es lo mismo By U By = Bgyjy]-

Tomemos, expresadas en la base canénica de Rslx], B. = {2 23 2,1}, By =
{(1,0,0,-1),(0,1,—1,0)} y By = {(1,0,—1,0), (0,0, 1,1)}. Por operaciones elemen-
tales

10 0 -1 10 0 -1 10 0 -1
01 -10_01-10_01-10
10 -1 0 00 1 -1 00 1 -1
00 1 1 00 1 1 00 0 2
y By U By es un sistema libre base de Rs[z], luego U@V = Rs[z], Vo # 0, € R.

Problema 2.
f 1 Io . 1 2 ) 1 Io . 1 To . 1 2 . 2[L’3 — 2$2 —21‘1 - 31’2 + 21’4
T3 T4 N 2 4 T3 T4 T3 T4 2 4 o 2[L'1 + 3[)’23 - 21‘4 25(]2 - 2[E3

y f es lineal.

0o -2 2 0
MR |2 =3 0 2

M ( f, Be =19 o 3 _o| las columnas de M son los transformados
0 2 -2 0

. L. ' |1 0f |0 1] |0 Of (0 O
mediante f de los vectores de la base canénica de My(R) : B, = {{O O] , [O 0] , {1 0] , {O 1] }



b) Las raices de A X — X A = 0 son las matrices X del nicleo de f.

Calculemos el nicleo por operaciones elementales

0 -2 2 0 2 0 0 0 2 0 0 0
2 -3 0 2 3 -2 -3 2 3 -2 0 0
2 0 3 -2 0 2 3 -2 0 2 0 0
0 2 -2 0 2 0 0 0 2 0 0 0
e
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -3/2 1
0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0o 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0o 0 0 1

wer=el [ 5 ) =2l 18 )
) Cr={XeMMR/AX=XA={XeMR)/AX -X A=0}=ker [ =

-3/2 1| (1 0
SIRERRINN
C4 es el espacio vectorial de las combinaciones lineales de [_3/ 2 1] y [1 0],

1 0 01
luego es subespacio vectorial de Ms(R).

1 2
2 4
es la matriz, en la base B, de una aplicacién g que verifica h o g = g o h, entonces
AX =X Aobien A X —X A =0,y el conjunto G = {g € End(V) : ho
g = go h}, expresado en la base canénica, con el conjunto de soluciones X de la
ecuacion matricial A X — X A = 0, (4, y también con el nticleo de la aplicacion
f(X)=AX-X A

G es un R—espacio vectorial (apartados 2) y 3) anteriores) y una base de G es

_ =-3/2
{91, g2} cuyas matrices en B son g; = { 3/2 1} L go = {1 0} , g1(v1) [2v1+ v,

g2(v1) = vy,
Y {gg(l}g) = V2. )

4) h, en la base B, tiene como matriz a A = M(h, B) = .Si X = M(g,B)



0
Problema 3. 2|, = [0,
1

2 3 —1] o ~1
f@), =|-1 -2 o |o]=]o0],
34 1 1 1
2 3 —1] [-1 —3
(fo )f@)lp, = f(f@)lp,=|-1 =2 0| -|0]=]1
3 4 1 1 —2

Probamos por operaciones elementales que {(0,0,1),(-1,0,1),(=3,1,—2)} for-
man un sistema libre y, en consecuencia, que By = {z% —1+ 2%, —3+x — 2} es base

de R?[z].

0 0 1 -1 0 1
-1 0 1 < 0 1 -5
-3 1 =2 0 0 1

y este tltimo {—1 + 22,z — 5x? 2%} es un sistema equivalente libre.

2) Sean p|BC =V, p|B1 =Wy p[BZ = V4. Sabemos que V = P, V; = P, V5 siendo

0 -1 -3
P, la matriz de pasode B.a B; | PL= |0 0 1 y P, la matriz de paso de
1 1 -1

2 2 2
B.aBy | b= |0 1 0| |, luego Vo =P, ' P, V; o bien V; = P! py Va.
1 00
Calculamos por operaciones elementales P!y Py '

Py Pt
0-1-3]100 11-1]0w01 100] 1 4 1
00 1 |010 013 ] -100 '010] -1 -3 0
1 1 -1]001 001 ] 010 001 0 1 0

Py Pt
2 22100 100 0 0 1
01 0]010 010 0 1 0
1 00]001 0071]1/2 -1 -1
1 4 1[4 ~11 0 0 174
Vi=P'WW=|-1 -3 0| |-4|=|8 1|, b=P'V=|0 1 0] |4



La relacién anteriormente expuesta Vy = Py, ' Py V; se puede escribir

1 0 0 170 —1 —=3] [-11 1 1 —1][-1
—4l=]0 1 offo 0o 1 8 |=10 0 1 8
5 1/2 -1 1| |1 1 —1| | -4 ~1 —3/2 —3/2| | —4

Problema 4. a) El programa lineal, que resuelve el problema, en su forma canénica

es
Max. f(z,y,2) =2z + 4y + 4z (funcién objetivo)

sujeto a 2z + 4y + 52 < 100
14z + 30y + 252 < 600 (restricciones tecnoldgicas)

6x + by + 62 < 210

x>0,y>0,2>0 (restricciones de no negatividad)

representando por x la cantidad de balones, por y la cantidad de rompecabezas y
por z la cantidad de munecas en el programa de produccion.
El programa lineal, en su forma estandar, es

Max. flz,y,z) =2z + 4y + 4z (funcién objetivo)
sujeto a  2x +4y + 5z + Iy =100
142+ 30y + 252  +hy =600 (restricciones tecnoldgicas)
6z + by + 62 + hsy = 210
x,1y, 2, hi, ho, hg >0 (restricciones de no negatividad)

donde hq, ho, h3 son las variables de holgura.
El problema se resuelve por el método del Simplex:

Primer cuadro del Simplex:

T Yy z hl hg hg f(X) /
fl=2]-4a14l0o[o]0] 0
h| 2 4 [51[0]0] 100 |25
< |hy|14|[30]|25] 0| 1] 0| 600 |20
hs | 6] 5 | 60|01 210 [42
)

Segundo cuadro del Simplex:



g y| z |[h| hy |hs| f(X)]|/
f1-2/1510]-2/3101{2/15|0 | 80
=|h|2/15]0][[5/3]] 1]-2/15] 0] 20 |12
y | 7/15 111 5/6 | 0]1/30 0| 20 |24
hs|{11/3 [0|11/6| 0 | -1/6 | 1 | 110 |60

fr
Tercer cuadro del Simplex:
z Yl -z hy hy | hs | f(X)| /
f1-2/25 (0|0 2/5 |2/25]0 | 88
z | 2/25 |0|1] 3/5 [-2/25]0 | 12 |150
y | 2/5 [1]0] -1/2 |2/15]0 | 10 | 25
< | hs|[88/25({0]0|-11/10|-1/50| 1 | 88 | 25
gl
Cuarto cuadro del Simplex:

Tlylz| M hy hs3 f(X)
fl10]0]0] 3/8 7/88 1/44 | 90
z|0]0[1] 5/8 -7/88 | -1/44 | 10
y|0[1]0|-3/8 |179/1320| -5/44 | 0
x|1]0[0]-5/16| -1/176 |25/88| 25

Como se trata de un problema de maximizacién y no existe ningtin coeficiente nega-
tivo en la fila f, el Simplex se ha terminado. El programa de produccién consiste
en la fabricacién de 25 balones y 10 munecas (no se fabrican rompecabezas) y el
beneficio generado por este programa es 90 ueh.

b)

Cuadro de utilizacion de los factores de produccion:

Factor de produccién | Disponibilidad | Utilizacién | Grado de utilizacién( %)
Mano de Obra 600 600 100,00
Capital 100 100 100,00
Consumibles 210 210 100,00

Se utiliza la totalidad de los recursos disponibles.



